
Carrés magiques 3× 3 de arrésLuien PECH - luien.peh�ens.fr1 déembre 2006Un arré magique n× n est un n2-uplet d'entiers distints, disposés sous forme d'un arré, detelle sorte que les sommes des lignes, des olonnes et des deux grandes diagonales soient touteségales.On ne onnaît pas de arré magique 3× 3 omposé uniquement d'entiers arrés distints, maisil n'a pas été prouvé qu'un tel arré n'existait pas. On présentera don les démarhes envisageablespour herher un tel arré, ainsi qu'un algorithme e�ae permettant de véri�er qu'il n'existe pasde tel arré dont la valeur de la ase entrale n'exède pas une valeur donnée. Cet algorithmes'appuie sur les propriétés des sommes de deux arrés.Comme dans l'artile de Dunan Buell [2℄, on ne herhera non pas un arré magique, maisseulement un �sablier� magique :
a− b a− c a− d

a
a + d a + c a + b1 Prinipe - Somme de deux arrésQuelques résultats mathématiquesPour simpli�er les notations, on notera P1 l'ensemble de entiers positifs premiers de la forme

4 · k + 1 (k entier), et P3 eux de la forme 4 · k + 3.On va utiliser les résultats lassiques suivants :Lemme 1 :L'équation x2 + y2 = z2, ave x, y, z ∈ N∗ premiers entre eux dans leur ensemble, a poursolution (à interversion de x et de y près) {(x, y, z) = (2 ·m · n, m2 − n2, m2 + n2), (m, n) ∈
(N∗)2, m > n}.Théorème 1 :Un entier n > 0 est la somme de deux arrés si et seulement si tous les fateurs premiers de
n dans P3 ont des exposants pairs dans la déomposition de n en produit de fateurs premiers.Somme de deux arrésOn se plae dans le as où tous les éléments du sablier sont des entiers arrés distints, premiersentre eux dans leur ensemble.Si on pose x2 = a− b, y2 = a + b et A2 = a, on a 2 · A2 = x2 + y2. En posant le hangementd'inonnues x = u− v et y = u + v, ette équation se ramène à l'équation A2 = u2 + v2.D'après le lemme 1, les solutions de ette équation sont de la forme (A, u, v) = (m2 + n2, 2 ·
m · n, m2 − n2), où m et n sont des entiers positifs.On a alors 2 ·A2 = (u + v)2 + (u− v)2. 1



Don
b = a− x2

= y2 − a

= (u + v)2 −A2

= (2 ·m · n + m2 − n2)2 − (m2 + n2)2

= 4 ·m · n · (m2 − n2)Il faut don que A soit somme de deux arrés d'au moins trois façons di�érentes.Supposons que l'on ait A = m2 + n2 = r2 + s2 = u2 + v2. On a alors :
b = 4 ·m · n · (m2 − n2)

c = 4 · r · s · (r2 − s2)

d = 4 · u · v · (u2 − v2)à permutation de m et n, r et s, u et v près (b, c et d ne sont pas tous positifs).Si a est pair, alors 4 | a, ar a est un arré. Or 4 | b, 4 | c et 4 | d, e qui ontredit que leséléments du arré sont premiers entre eux dans leur ensemble. Dans la suite, on supposera toujoursque a est impair, et est don somme de deux arrés de parités di�érentes.Equation à véri�erLa ondition pour que les sommes des lignes horizontales soient égales à 3 · a est :
b + c + d = 0 (E)AlgorithmesLe prinipe des deux algorithmes que nous allons présenter est le suivant : étant donné unentier positif Amax, pour tout entier positif A 6 Amax qui puisse s'érire omme la somme dedeux arrés d'au moins trois façons, on alule pour tout {m, n, r, s, u, v} ⊂ N tel que A =

m2 + n2 = r2 + s2 = u2 + v2, les valeurs de b, c et d données par les relations préédentes, et onteste si l'équation (E) est véri�ée.2 Tester toutes les valeurs de b, c et dPrinipeSoient a et M deux entiers positifs. On dispose d'une liste de N paires {m, n} distintesd'entiers, N > 3, telles que a = m2 + n2. Les valeurs de b, c et d pouvant être grandes et nepouvant don pas être stokées dans une variable de 64 bits, on teste l'égalité E uniquementmodulo M .On trie les valeurs obtenues pour b (respetivement c et d) pour haque paire {m, n}. Pour un
b �xé, pour toutes les valeurs de c, on peut obtenir la valeur de d la plus prohe de −b− c modulo
M en temps onstant, en gardant en mémoire la position de d pour la valeur préédente de c, eten la déalant au fur et à mesure.Le tri oûte O(N · log(N)), les deux boules O(N2). La omplexité totale est alors O(N2).On supposera par la suite que l'on dispose d'une fontion tester_tous_ouples e�etuantes opérations et a�hant les éventuels résultats.2



3 Algorithme de BuellPrinipeOn teste toutes les valeurs entières possibles de u et v telles que A = u2 + v2 6 Amax. Onretient, pour haque valeur possible de A les paires {u, v} telles que A = u2 + v2.AlgorithmeOn sait que A doit être impair ; on peut don supposer u pair (que l'on appellera dorénavant
p) et v impair (qui devient i).La mémoire disponible étant insu�sante pour enregistrer les listes de ouples (i, p) pour toutesles valeurs de A lorsque Amax est grand, on �xe un entier I (que l'on hoisit omme le plus grandentier possible pour lequel il soit possible d'enregistrer I/4 listes de ouples (i, p)), et on appliquel'algorithme qui préède aux entiers A = i2 + p2 ∈ [k · I, (k + 1) · I] pour toutes les valeurs de kentières telles que k · I < Amax.Algorithme 1 Algorithme de Buell - fontion buellEntrées: Amax ∈ N, I ∈ N1. k ← 02. tant que k · I < Amax faire3. liste[0..I/4℄ ← ∅4. i← 15. tant que i2 < min((k + 1) · I, Amax) faire6. p←

⌊

√

max(k · I − i2, 0)
⌋7. si p impair alors8. p← p + 19. �n si10. tant que (s← i2 + p2) 6 min(Amax, (k + 1) · I − 1) faire11. liste[(s− 1)/4℄ ← (i, p)::liste[(s− 1)/4℄12. p← p + 213. �n tant que14. i← i + 215. �n tant que16. pour j ← 0 roissant jusqu'à I/4 faire17. si taille(liste[j℄) > 3 alors18. tester_tous_ouples(liste[j℄)19. �n si20. �n pour21. k ← k + 122. �n tant queComplexité et temps d'exéution :Les lignes 11 et 12 sont exéutées une fois pour haque valeur de i impaire et p paire telle que

i2 + p2 6 Amax, soit Amax/4 fois. Les lignes 17 à 19 sont également exéutées Amax/4 fois.Pour évaluer le oût total des appels à tester_tous_ouples (dont la omplexité est quadra-tique en la taille de la liste fournie), on mesure, ligne 18, la moyenne quadratique de taille(liste[j℄),pour j ∈ [1..Amax/4]. Pour Amax = 1010, ette moyenne est égale à 3,2 et pour j ∈ [1000 ·
1010, 1001 · 1010], elle est de 4,2. On prendra toujours Amax 6 1013 ; dans e domaine on pourradon onsidérer que les lignes 16 à 20 oûtent O(Amax).3



La boule tant que des lignes 2 à 22 est exéutée Amax/I fois. La boule tant que des lignes5 à 15 est exéutée au plus √Amax fois. Le lignes 6 à 14 sont don exéutées O(A
3/2
max/I) fois.Le oût total est don O(Amax + A

3/2
max/I). Pour I du même ordre de grandeur que √Amax, leoût est don linéaire en Amax. Mais la mémoire étant limitée dans la pratique, 'est le terme en

A
3/2
max/I qui domine pour de grandes valeurs de Amax.On donne à titre indiatif le temps d'exéution de notre programme pour quelques valeurs de

Amax, ainsi que le quotient temps / Amax à une onstante multipliative près (proesseur 64 bitsadené à 2 GHz) :
Amax Temps d'exéution (en seondes) Temps / Amax

109 50,85 1
1010 535,62 1,053
1011 5.958,70 1,172

2 · 1012 142.617,20 1,402Remarques, avantages et inonvénients de la méthode :En 1998, Dunan Buell a ainsi véri�é qu'il n'existait pas de �sablier� magique (et don a fortioripas de arré magique) d'entiers arrés qui véri�e l'équation E , pour Amax = 5 ·1012. Contrairementà nous, il a également testé les sommes d'entiers arrés impairs. Le temps d'exéution de sonprogramme a été de près d'un an sur une station Silion Graphis.Cette méthode présente l'avantage d'être assez simple à implémenter, et de failement se pa-ralléliser : on peut travailler sur n'importe quel intervalle.4 AméliorationPrinipe - Réduire le nombre de valeurs de A possiblesOn suppose que a, b et c sont premiers entre eux dans leur ensemble.Soit A = m2 + n2. Si p ∈ P3 est tel que p2 | A, alors p | m et p | n, don p | b et p | c. Ononsidèrera don que tous les fateurs premiers de A sont dans P1.Nous allons don onstruire réursivement les valeurs possibles de A omme produits d'élémentsde P1.
p ∈ P1 s'érit de manière unique omme la somme de deux entiers positifs. Un produit de deuxsomme de arrés s'érit de deux manières omme la somme de deux arrés :

(a2 + b2) · (c2 + d2) = (a · d + b · c)2 + (a · c− b · d)2 (S)

= (a · d− b · c)2 + (a · c + b · d)2 (S′)PratiqueSoit A 6 Amax entier qui s'érit d'au moins trois manières omme la somme de deux arréset qui n'a pas de diviseur dans P3. A admet alors au moins trois diviseurs. Si p ∈ P1 est tel que
p2 | A, alors p 6

√

A/5. Soit pmax =
√

Amax/5.Soient 5 = p1 < p2 < ... < pn les éléments de P1 inférieurs à pmax. De même que dansl'algorithme de Buell, on alule leur unique déomposition omme somme de arrés. Pour tout kentier, k ∈ [1, n], on alule ave (S) et (S ′), pour tout α entier tel que pα
k 6 A, les déompositionsde pα

k omme somme de deux arrés. 4



Pour tout (α1, ..., αn) ∈ Nn tel que A =
∏n

k=1
pαk

k 6 Amax, on alule ave (S) et (S′) la listedes déompositions de A omme somme de deux arrés. On applique alors tester_tous_ouplesà la liste ainsi obtenue.Si A est un entier, A 6 Amax, et si p ∈ P1, p > pmax tel que p | A, alors p2 ∤ A. A/p <√
5 · Amax. On retient don les déompositions omme somme de deux arrés des entiers inférieursà √5 · Amax lors de la première étape de l'algorithme. Comme pour l'algorithme de Buell, pourtous les m impairs et n pairs tels que pmax < p = m2 + n2 6 Amax/25, pour tous les s 6

Amax/p <
√

5 · Amax (dont on a retenu la liste des déompositions omme somme de deux arrés),on alule les déompositions de p ·s ave (S) et (S ′) omme somme de deux arrés, et on appliquetester_tous_ouples à la liste ainsi obtenue.AlgorithmeNous ne détaillerons pas toutes les étapes de l'algorithme, mais seulement les deux partiesessentielles.On suppose que l'on dispose d'un tableau premier[1..n℄ qui ontient les entiers p1, ..., pn,et d'un tableau de listes de ouples sommes_arres[1..n℄[1..⌊log5(Amax)⌋℄. sommes_arres[k℄[α℄ontient la liste des ouples (i, p) tels que pα
k = i2 + p2.La première fontion : tester_produits, alule tous les A =

∏n
k=1

pαk

k 6 Amax. Elle utiliseune pile, initialement vide, dont les éléments sont des ouples (k, αk), où k est l'indie d'unentier pk, et αk est sa puissane dans le produit de A. On suppose que l'on dispose d'une fontiononstruire_sommes, qui à partir des éléments déjà empilés de produit A, alule la liste desouples (i, p) tels que A = i2 + p2, et appelle ensuite la fontion tester_tous_ouples sur etteliste.Algorithme 2 Fontion tester_produitsEntrées: k ∈ [1, n], P ∈ N, nb_sommes ∈ N1. si nb_sommes > 3 alors2. onstruire_sommes()3. �n si4. kp ← k5. tant que kp 6 k et P · premier[kp℄ 6 Amax faire6. α← 17. tant que P ·premier[kp℄α 6 Amax faire8. empiler((kp, α))9. tester_produits(kp + 1, P ·premier[kp℄α,nb_sommes + taille(sommes_arres[kp℄[α℄)10. dépiler()11. α← α + 112. �n tant que13. kp ← kp + 114. �n tant queLa fontion tester_gros_fateurs gère les valeurs A admettant des diviseurs premiers supé-rieurs à pmax.Complexité et temps d'exéution :On ne alulera que la omplexité de la fontion tester_gros_fateurs, elle-i oûtantexpérimentalement environ les trois quarts du temps d'exéution de notre programme.Cette fontion est assez prohe de la fontion buell. Les ouples (iA, pA) et (i′A, p′A) ajoutés àsommes_arrés_bis lignes 27 et 29 sont tous distints ; es lignes sont don exutées stritement5



Algorithme 3 Fontion tester_gros_fateursEntrées: Amax ∈ N1. liste_fateurs ← ∅2. k ← 4 ·
⌊√

5·Amax−1

4

⌋3. tant que k > 1 faire4. si taille(sommes_arrés[k℄) > 2 alors5. liste_fateurs ← k ::liste_fateurs6. �n si7. k ← k − 18. �n tant que9. is ← 110. tant que i2s 6
√

Amax/5 faire11. ps ←
⌊

√

max(
√

Amax/5− i2s, 0)
⌋12. si ps impair alors13. ps ← ps + 114. �n si15. tant que (s← i2s + p2

s) 6 Amax faire16. si est_probablement_premier(s) alors17. liste_fateurs_loal ← liste_fateurs18. tant que s×(k← tête(liste_fateurs_loal)) 6 Amax faire19. l ← sommes_arrés[k℄20. somme_arrés_bis← ∅21. tant que l 6= ∅ faire22. (i4·k+1, p4·k+1)← tête(l)23. iA ← |is · i4·k+1 − ps · p4·k+1|24. pA ← is · p4·k+1 + ps · i4·k+125. i′A ← is · i4·k+1 + ps · p4·k+126. p′A ← |is · p4·k+1 − ps · i4·k+1|27. somme_arrés_bis← (iA, pA)::sommes_arrés_bis28. si iA 6= i′A alors29. somme_arrés_bis← (i′A, p′A)::sommes_arrés_bis30. �n si31. l ← queue(l)32. �n tant que33. tester_tous_ouples(somme_arrés_bis)34. liste_fateurs_loal ← queue(liste_fateurs_loal)35. �n tant que36. �n si37. ps ← ps + 238. �n tant que39. is ← is + 240. �n tant que
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moins de Amax/4 fois. Don si, de même que pour buell, on onsidère que tester_tous_ouplesoûte un temps onstant, le oût total est en O(Amax).Pour la fontion est_probablement_premier, on utilise la fontion de la bibliothèque gmp(bibliothèque très performante permettant des opérations sur des nombres de taille quelonque,.f. [4℄) ; les valeurs de s étant petites (elles peuvent être stokées dans une variable de 64 bits),et étant donné qu'une erreur de ette fontion ne ontribue pas à une erreur de notre algorithme,et que l'on peut don utiliser ette fontion ave peu d'essais (5 dans notre as), on onsidèreraque le temps d'exéution de ette fontion n'est pas plus important que le temps d'exéution deslignes 18 à 36 (expérimentalement, les temps d'exéution sont approximativement les mêmes).Sous es di�érentes hypothèses, le oût total est don O(Amax).On donne ii les temps d'exéution de la fontion tester_produits, du nombre de solutionstrouvées par ette dernière, et du temps total d'exéution de notre programme pour di�érentesvaleurs de Amax.
Amax(modulo) Temps tester_produits (s) Solutions Total (s) Temps / Amax

109 (232) 8,07 6/10 32,39 1
1010 (235) 90,59 4/6 332,32 1,026
1011(239) 1.022,20 6/10 3.518,01 1,086
1012(242) 11.484,39 6/9 37.671,46 1,163

5 · 1012 (244) 60.912,43 6/8 195.415,61 1,207On remarque don que le temps d'exéution de la fontion tester_produits représente environun quart du temps d'exéution de notre programme, mais qu'elle produit la majorité des résultats.En e�et, plus A s'érit de nombreuses manières omme la somme de 2 arrés, i.e. plus A a dediviseurs, et plus il y a de hanes que l'équation E soit véri�ée.On peut don envisager de n'exéuter que la fontion tester_produits ; on n'est alors plusassuré de tester toutes les valeurs de A inférieures à Amax, mais on herhe parmi les entiers quiont le plus de hanes d'être solution de E . On peut ainsi rapidement trouver de �grandes� (i.e.modulo une grande valeur) solutions de E .À titre d'exemple, pour les valeurs suivantes, le �sablier� d'entiers arrés obtenu est magiquemodulo 252 (la plus grande solution obtenue par Dunan Buell est magique modulo 246) :
m = 6881928

n = 4357501

r = 1580988

s = 7990571

u = 216213

v = 8142604On donne également les solutions impaires modulo une puissane de 2 supérieure à 45 de E ,pour Amax = 1013 :
A modulo m n r s u v

2726033914369 246 1084080 1245313 1643860 154137 1613863 348540
7886415129265 247 2776608 420551 2150073 1806544 1199431 2539248
8100428953889 245 2312020 1659817 2346808 1610255 2179817 1829980
9082490568241 246 723720 2925529 2015296 2240775 2839079 1011000

7



Référenes[1℄ Christian Boyer, A searh for 3x3 magi squares having more than six square integers amongtheir nine distint integers, preprint, 2004[2℄ Dunan A. Buell, A searh for a magi hourglass, preprint, 1999[3℄ Daniel Duverney, Théorie des nombres, Dunod, 1998[4℄ GNU multiple preision arithmeti library, http ://www.swox.om/gmp/[5℄ Xavier Gourdon, Algèbre, Ellipses, 1994[6℄ Yves Hellegouarh, Invitation aux mathématiques de Fermat-Wiles, Dunod, 1997

8


